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5.8 Нестандартные методы решения неравенств

Заключение
Литература
Приложение
Введение

Если учащийся не переживает радости

поиска и находок, не ощущает живого

процесса становления идей, то ему редко

удается достичь ясного понимания всех

обстоятельств, которые позволили избрать

именно этот, а не какой-нибудь другой путь.

А. Эйнштейн

Даже самый превосходный торт вряд ли доставит вам удовольствие, если кто-то его предварительно пожует. Так же и самое интересное математическое задание можно испортить, преждевременно показав его решение. Правда, и в том, что «видит око, да зуб неймёт», мало радости: от задания, решение которого вы никогда не узнаете, немного проку.

В своей учебно-практической работе я самостоятельно исследовала основные методы решения линейных, квадратных, рациональных и нестандартных неравенств с модулем. Материал, связанный с неравенствами, составляет значительную часть школьного курса математики. Одним из сложных разделов алгебры, изучаемых в школьной программе, являются неравенства с модулем, так как на уроках им уделяют достаточно мало внимания. Выше изложенное обусловило проблему исследования: научиться решению неравенств, используя при этом основные методы решения неравенств различных видов.

Объектом исследования является процесс решения неравенств, встречающихся в 8-9 классах в учебнике алгебры и в материалах централизованного тестирования.

Предмет исследования: различные виды неравенств и методы их решения.

Целью работы является разработка методов решения линейных, квадратных, рациональных и неравенств с модулем.

Гипотеза исследования: освоение умений различать основные виды неравенств, применять необходимые приемы и методы их решения, выбирать наиболее рациональный способ решения, применять разные способы решения, в том числе те, которые не рассмотрены в школьных учебниках.

1 Теоретические сведения о числовых неравенствах

Неравенства вида [image: image12.png]a<ba<b,a>baz=h



, где [image: image14.png]


 и [image: image16.png]


 – числа (числовые выражения), называются числовыми.

Неравенства вида [image: image18.png]f(x) < g(),f(x) < gx),f(x) > gx),f(x) = g(x)



, где [image: image20.png]f(x) ug(x)



 – линейные функции, называются неравенствами с одной переменной.

Неравенства, содержащие знаки [image: image22.png]


или[image: image24.png]


 называют строгими, а содержащие знаки [image: image26.png]


 или [image: image28.png]


 - нестрогими.

Решением неравенства с одной переменной называется такое значение переменной, при подстановке которого неравенство обращается в верное числовое неравенство.

Решить неравенство – значит найти все его решения или доказать, что их нет.

Равносильными называются неравенства, множества решений которых совпадает. В частности, равносильны все неравенства, не имеющие решений.

Свойства числовых неравенств:

1. [image: image30.png]a<bed<a



.
2. [image: image32.png]a>bub>cea>c.




3. [image: image34.png]a>bea+c>b+c



 - к обеим частям неравенства можно прибавить одно и то же число.

4. [image: image36.png]a+b>cea—c>—b



 - можно переносить слагаемые из одной части в другую, меняя их знак на противоположный.

5. [image: image38.png]a>b



 и [image: image40.png]c>dea+c>b+d



 - два неравенства с одинаковым знаком можно почленно складывать.

6. Умножая (деля) обе части неравенства на положительное число, знак неравенства сохраняют.

7. Умножая (деля) обе части неравенства на отрицательное число, знак неравенства меняют на противоположный.

8. [image: image42.png]a>b=0



 и [image: image44.png]c>d=0<ac>bd



 - два неравенства с одинаковым знаком, образованные неотрицательными числами, можно почленно умножать.

9. [image: image46.png]a>b>0e"<;



.
10. [image: image48.png]a>b=0



 и [image: image50.png]neN < a?>b?



.
Теоремы о равносильности неравенств с переменными

1. [image: image52.png]f(x) < gx) = gx) > f(x).




2. [image: image54.png]f<g) e f)+ekx) < g+ k),



если [image: image56.png]@(x)



имеет смысл в области определения неравенства [image: image58.png]fx) < g).




3. [image: image60.png]f) <gx) e fe) < gx)ekx),



 если[image: image62.png]@(x)>0



для всех значений[image: image64.png]


из области определения[image: image66.png]fx) < g).




4. [image: image68.png]f(x) < gx) = fex) > gx)e(x),



если[image: image70.png]p(x) <0



для всех значений[image: image72.png]


из области определения [image: image74.png]f(x) < g(x)



.

5. [image: image76.png]% >0e fx)gx) >0



.
5*. [image: image78.png]f)
et >0 f(x)>0,



где[image: image80.png]gx)



 принимает только положительные значения (следствие).

6. [image: image82.png]f(x) > g(x) = f*(x) > g"(x),



где [image: image84.png]f(x),g(x);n € N.




6*.[image: image86.png]f27(:
x) <
g
(x)
<
| f(x
)
I1<|
g/
(x)
I,n
€

N



 (следствие).

2 Линейные неравенства с одной переменной

Линейным неравенством называется неравенство вида [image: image88.png]ax+b >0 (



или[image: image90.png]ax+b <0)



.

Решая линейное неравенство вида [image: image92.png]ax+b >0



, получим: [image: image94.png]ax > —b



. Возможны три случая: 1) [image: image96.png]a>0,



 тогда[image: image98.png]


;

2) [image: image100.png]a <0,



тогда[image: image102.png]0+x>—b



и если при этом[image: image104.png]


то решений нет, а если[image: image106.png]b>0



,то[image: image108.png]


.

Пример. Найти наибольшее целое [image: image110.png]


,удовлетворяющее неравенству

[image: image112.png]


.

Решение. Множив обе части неравенства на 6, получим равносильное исходному неравенство [image: image114.png]2(2x+1)—3(3x—1) > 6.



 Решим его:

[image: image116.png]4x+2-9x+3>6



;

[image: image117.png]—5x>1; x<-—=




Наибольшим целым [image: image119.png]


, удовлетворяющим неравенству, является [image: image121.png]



Ответ: -1.

3 Квадратные неравенства

Квадратными неравенствами называются неравенства вида [image: image123.png]ax?*+bx+c>0;ax> +bx+c=0;ax’* +bx+c¢ <0



; [image: image125.png]ax’*+bx+c<0,



 где[image: image127.png]


переменная; [image: image129.png]a,b,c—



 действительные числа, причем[image: image131.png]a#0.




Существуют два метода решения квадратных неравенств: графический и аналитический.

1. При графическом методе решения определяется одно из шести возможных расположений графика – в зависимости от знаков старшего коэффициента [image: image133.png]


 и дискриминанта D.

Например, если рассматривать неравенство [image: image135.png]ax’*+bx+c<0,



то его решением будут следующие значения [image: image137.png]


:

1) [image: image139.png][x4; %],



 если[image: image141.png]a>D;D>0



;

2) [image: image143.png]


 [image: image145.png]


, если [image: image147.png]a>D;D=0



;

3) нет решений, если [image: image149.png]a>D;D<0



;

4) [image: image151.png](=05 %]V [x3; +0),



если [image: image153.png]a<D;D>0



;

5) [image: image155.png]


, если [image: image157.png]a<D;D=0



;

6) [image: image159.png]


, если[image: image161.png]a<D;D<0



.

2. При аналитическом методе решения находятся корни квадратного трехчлена [image: image163.png](D= 0)



 и он раскладывается на множители: [image: image165.png]a(x —x,)(x—x,) = 0.



 Далее, если [image: image167.png]a <0,



то неравенство равносильно[image: image169.png](x—x)(x—1x,)=0;



если [image: image171.png]a <0,



 то неравенство равносильно[image: image173.png](x—x)(x—x,)=0



. Затем полученные неравенства можно решить методом интервалов.

Пример 1. Решить неравенство: [image: image175.png]8x+15>0




.

Решение: [image: image177.png]8x+15>0; (x —3)(x—5) > 0.



 В зависимости от значений [image: image179.png]


 трехчлен имеет знаки:

[image: image180.png]



Таким образом, трехчлен положителен при [image: image182.png]x € (—2;3) U (5;+x)



.

Ответ: [image: image184.png]3) U (5;+=)



.

Пример 2. Решить неравенство: [image: image186.png]6x+9>0.





Решение: [image: image188.png]6x+9>0; (x—3)*>0.



 Трехчлен в левой части неравенства представляет собой полный квадрат, следовательно, он положителен при всех [image: image190.png]X ER,



кроме[image: image192.png]


.

Ответ: [image: image194.png](—;3) U (3;+)



.

Пример 3. Решить неравенство: [image: image196.png]3x2+5x+8>0



.

Решение: Так как дискриминант [image: image198.png]


, то трехчлен не имеет действительных корней, следовательно, парабола, являющаяся графиком этого трехчлена, не пересекает ось Ох, а так как коэффициент при [image: image200.png]


 положителен, то ветви параболы направлены вверх и трехчлен положителен при всех [image: image202.png]X €ER.




Ответ: R.

4 Рациональные неравенства

Рациональным неравенством называется неравенство, которое содержит только рациональные функции. Например: [image: image204.png]<0; B
P (x) Qn(x) )



 ‑ рациональные неравенства (линейные и квадратные неравенства также являются рациональными).

Рациональные неравенства бывают целыми (в них нет операции деления на выражение, содержащее переменную), например [image: image206.png]2x°+3x?+7x—5=0,



 и дробно-рациональными (в них есть операция деления на выражение, содержащее переменную), например [image: image208.png]=425

v—3 | x+3




Основным методом решения рациональных неравенств является метод интервалов, который базируется на следующей теореме: пусть функция [image: image210.png]f(x)



 непрерывна на всей числовой оси и обращается в нуль в точках [image: image212.png]X1,X5, ey Xy



(имеет только [image: image214.png]


 корней), причем[image: image216.png]Xy, < Xy <




Тогда на каждом из интервалов [image: image218.png](=05 %1), (x1;%5), e, (X ; +0)



 функция[image: image220.png]fx)



 сохраняет знак.

При решении рациональных неравенств методом интервалов нужно:

1) все члены неравенства перенести в левую часть; если неравенство дробно-рациональное, то привести левую часть к общему знаменателю;

2) найти все значения переменной, при которых числитель и знаменатель обращаются в 0;

3) нанести найденные точки на числовую прямую, разбивая ее при этом на интервалы, в каждом из которых рациональная функция сохраняет знак;

4) определить знак функции на любом из интервалов (лучше крайнем);

5) определить знаки на остальных интервалах: при переходе через точку знак меняется на противоположный, если точка является корнем нечетной степени крайности (т.е. встречается нечетное количество раз среди корней числителя и знаменателя); при переходе через точку четной кратности знак сохраняется;

6) множеством решения неравенства являются объединение интервалов с соответствующим знаком функции. В случае нестрогого неравенства к этому множеству добавляются корни числителя.

Пример. Решить неравенство [image: image222.png](x-1)% (x+2)(e—5)
(2x+1)(x-4)2 =0.




Решение. Функция [image: image224.png]_ G-1P Ge42)(e-5)
fO) = rnter



 является дробно - рациональной и представлена в виде произведения линейных множителей, причем множитель[image: image226.png](x—1)



 повторяется трижды, [image: image228.png](x—4)



 – дважды. Отметим нули числителя и знаменателя на координатной прямой. Неравенство является нестрогим, значит, нули числителя изображаются закрашенными точками, а нули знаменателя – выколотыми. Числа [image: image230.png]


 разбивают координатную прямую на интервалы, в каждом из которых [image: image232.png]f(x)



 сохраняет знак.

[image: image233.png]



[image: image235.png]f(x)>0



 на интервале [image: image237.png][5; +).



Корень[image: image239.png]


четной кратности, значит, проходя через эту точку,[image: image241.png])



 знак свой не изменит. Поэтому[image: image243.png]fx) =0,



если[image: image245.png]x€(-2-3)uILHU*S)



.

Ответ: [image: image247.png](~z-uiLouEs




5 Неравенства, содержащие знак модуля

Перечислим частные случаи неравенств, содержащих знак модуля, и рассмотрим методы их решения.

5.1 Решение неравенств вида [image: image249.png][f()] <a




Вместо знака < может стоять любой другой знак: ≤, >, ≥.


Напомним, что:

1. Если [image: image251.png]a>0



, то [image: image253.png](If)] <a) © (—a< f(x) <a)




Примечание. Если [image: image255.png]


, то неравенство [image: image257.png]If®l<a



 решений не имеет.

2. Если [image: image259.png]a>0



, то [image: image261.png](If)=a) & (—as< f(x) <a)




Примечание. Если [image: image263.png]a<0



, то неравенство [image: image265.png]f®Ml<a



 решений не имеет; неравенство [image: image267.png]f®Ml<a



 равносильно уравнению [image: image269.png]f(x)=0



.

3. Если [image: image271.png]a>0



, то [image: image273.png]Ifel>a & ([/577)



.

Примечание. Если [image: image275.png]


, то множество решений неравенства [image: image277.png][f(x)] >0



 совпадает с областью определения функции [image: image279.png]f(x)



, исключая такие [image: image281.png]


 при которых [image: image283.png]f(x)=0



, т. е. исключая нули функции [image: image285.png]f(x)



.

Если [image: image287.png]a<0



, то множество решений неравенства [image: image289.png][f)]>a



 совпадает с областью определения функции [image: image291.png]f(x)



.

4. Если [image: image293.png]a>0



, то [image: image295.png]Ifelza & (|




.

Примечание. Если [image: image297.png]a<0



 или [image: image299.png]


, то множество решений неравенства [image: image301.png][f®)|=a



 совпадает с областью определения функции [image: image303.png]f(x)



.

Пример 1. Решим неравенство [image: image305.png][x—3| < 1.




Решение. Имеем: [image: image307.png](Ix=3l<De(-l<x-3<1)e2<x<4)




Ответ: (2;4).

Пример 2. Решим неравенство [image: image309.png][x2—5x+5|=<1.




Решение. Имеем:

[image: image311.png](e -sxrsizne ((F2) e (Ezn) = ([

A% 5x452-1, X7 524620,




.

Ответ: QUOTE 
 .[image: image314.png]




 QUOTE [image: image315.png](1;2)u (3;4)



 [image: image316.png](1;2)u (3;4)



.

5.2 Неравенство вида [image: image318.png]I[f ()] < gx)




где [image: image320.png]f(x)



 и [image: image322.png]g(x)



 - некоторые функции, равносильно системе

[image: image323.png]{ f)<g),

f(x) > —g(x).




Пример. Решить неравенство[image: image325.png][x? — 6x + 8| < 5x — x2.





Решение. Исходное неравенство равносильно системе

[image: image326.png]Lx —6x+8<bx—x? ©{2x2—11x+8<0,
2 _6x+8>—5x+x? —x+8>0.




Найдем корни квадратного уравнения [image: image328.png]2x*—11x+8=0



:

[image: image330.png]D=121-64=57; x,,="E%




.

Последняя система будет иметь вид: [image: image332.png](- 57)(x—#) <o
x< 8.




Решая эту систему методом интервалов, получим [image: image334.png]X € (11«/? n:«/ﬁ)

o]



.

Ответ: [image: image336.png](n«/ﬁ L1157

N N




.

5.3 Неравенство вида [image: image338.png][f ()] > g(x)




где [image: image340.png]f(x)



 и [image: image342.png]g(x)



 - некоторые функции, равносильно совокупности

[image: image343.png]fO)>gx),
f(x) < —g(x).




Пример. Решить неравенство [image: image345.png][2x + 3| > 2x + 3.




Решение. Из свойства модуля следует, что неравенство [image: image347.png]la] > a



 равносильно неравенству [image: image349.png]a<0



. Поэтому исходное неравенство равносильно [image: image351.png]2x+3 <0



, откуда [image: image353.png]


.

Ответ: [image: image355.png]


.

5.4 Неравенство вида [image: image357.png][f )] > gl




Оно равносильно неравенству [image: image359.png]f(x)? > g(x)?



. Преобразуем неравенство, получим неравенство [image: image361.png]F)? = g(x)? > 0;(f () — g())(F () + g(x)) > 0



, которое решается методом интервалов.

Пример 1. Решить неравенство [image: image363.png][2x—1|> |x+ 2|



.

Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству

[image: image365.png]2x—1)*> (x+2)?



,

которое, в свою очередь, равносильно [image: image367.png]Cx—-1)P-(x+2)’>0;2x-1-x-2)2x—1+x+2)>0;(x—-3)(3x+1) > 0.



Решим последнее неравенство методом интервалов:

[image: image368.png]-173




Ответ: [image: image370.png](wn;—i U (3; +0)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image372.png]|x —6] > |x2 —5x+9|



.

Решение. Неравенство [image: image374.png](x—6)* > (x* —5x +9)?



 равносильно исходному. В полученном неравенстве перенесем все члены в одну сторону и применим формулу разности квадратов. [image: image376.png](x?—5x+9)P-(x—6)’<0<=




[image: image377.png]S @x?-5x+9—-x+6)(x*-5x+9+x—-6) <0<




[image: image379.png]& (x2—6x+15)(x? —4x+3)<0



.

Так как [image: image381.png]6x+15>0




 для всех [image: image383.png]


, то полученное неравенство равносильно

[image: image385.png]4x+3<0




. Решим неравенство методом интервалов.

[image: image386.png]



Ответ: [image: image388.png](1;3)



.

5.5 Решение неравенств с модулями методом введения новой переменной

Суть решения неравенств с модулями методом введения новой переменной поясним на примерах.

Пример 1. Решить неравенство [image: image390.png]3|x|+2>0.




Решение. Введем подстановку [image: image392.png]x| =y



 и запишем неравенство относительно переменной [image: image394.png]


: [image: image396.png]3y+2>0



. Решив его, получим: [image: image398.png]y <1



 или [image: image400.png]y > 2



. Возвращаясь к переменной [image: image402.png]


, имеем: [image: image404.png](

x| <1
|x| >2

)=(

—1<x<1
x>2
x< -2

)



.

Ответ: [image: image406.png]—2)U (=1;1) U (2;+x)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image408.png]2 —8x———-+18<0,
lx—al




Решение. Введем подстановку [image: image410.png]|x —4|=y (y >0)



, тогда [image: image412.png]8x+ 16 =y?



, т.е. [image: image414.png]


 и получим систему относительно переменной [image: image416.png]


:

[image: image418.png]{ R y=0,
y2-16-2
24180,



 [image: image420.png]{y3+y
Z>0
yﬁ.
3
=
0





[image: image422.png]{ y=0,
—DO*+2y+3) <0;



 [image: image424.png]



Поскольку [image: image426.png]


, то имеем:

[image: image428.png]({Iﬁ ::I Z 2) = ({—1 gx:—44 < 1) = ({3 ;ji 5



.

Ответ: [image: image430.png][3;4) U (4;5]



.

5.6 Решение неравенств с модулями методом разложения левой части на множители

Напомним суть решения неравенств методом разложения левой части на множители с помощью примеров.

Пример 1. Решить неравенство [image: image432.png]x|x—3|+2|x—3|+x+2>0.




Решение. Разложив левую часть неравенства на множители, получим:

[image: image433.png](x=3|x+2)+x+2)>0) = (x+2)-(Ix-3|+ 1D >0) =




[image: image434.png]S x+2>0) e (x>-2)




Ответ: [image: image436.png](—2;+x)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image438.png][x2 + 2x — 3| < |6x — 6]



.

Решение: Имеем: [image: image440.png](Ix*+2x-3|<|6x—6) == (Ix—1]-[x +3|-6|x -1 < 0) = (Ix—1]-

tr+3-0 <0 = (2N ,)




Ответ: [image: image442.png](—9; 1) u (1;3).




5.7 Неравенство вида
[image: image444.png]a; L]+ az | O] + -+ ap | fi ()] > g(%)




[image: image446.png]


 – некоторые действительные числа, можно решать методом интервалов:

1) находятся точки, в которых функции [image: image448.png]fie (%)



 равны 0 или не существуют;

2) найденные точки размещаются на числовой прямой, которая тем самым разбивается на интервалы знакопостоянства функций [image: image450.png]fie (%)



;

3) на каждом интервале неравенство решается с учетом знака функций [image: image452.png]fie (%)



 (соответственно раскрываются знаки модуля);

4) объединяются решения, найденные на каждом интервале.

Пример. Решить неравенство [image: image454.png]|x—3|—|x+5]|+x<0.




Решение. Выражения, стоящие под знаком модуля обращаются в 0 при [image: image456.png]


 и, значит, сохраняют постоянный знак в каждом из промежутков [image: image458.png]5); [—5;3); (3;+0]



. На этих промежутках выражения [image: image460.png]


 и [image: image462.png]X +5



 имеют следующие знаки:

[image: image463.png]we




Рассмотрим неравенство в каждом из трех промежутков.

1) [image: image465.png]x € (—o0;—5).




[image: image467.png]3—x—(—x—5)+x



<0; [image: image469.png]3—x+x+5+x<0



; [image: image471.png]8+x<0; x<-8




Таким образом, [image: image473.png]


 откуда [image: image475.png]x < —8



, т. е. [image: image477.png]X € (—;—8)



.

2) [image: image479.png]x € [-5;3).




3) [image: image481.png]3—x—x—5+4+x<0; 2—x<0; x>-2.




Тогда [image: image483.png]5 =x<3,
x>-2,




 откуда [image: image485.png]—2<x<3,



т.е.[image: image487.png]x € (=2;3)



.

4) [image: image489.png]X € [3;40)



.

[image: image491.png]x—3—-x—5+x<0; x<8




Тогда [image: image493.png]x =3,
<8



 откуда [image: image495.png]3=x<8§,



 т.е. [image: image497.png]X € [3;+0)



.

Так как [image: image499.png](=2;3) U [3;+) = (—2;8)



, то окончательно получим, что [image: image501.png]X € (—2;—8) U (—2;8)



.

Ответ: [image: image503.png]—8)U (—2;8)



.

5.8 Нестандартные методы решения неравенств с модулями

При решении некоторых неравенств с модулями целесообразно использовать свойства функций, входящих в них.

Рассмотрим один из эффективных методов нестандартного решения неравенств - метод замены множителей. Он позволяет быстро и эффективно решать целый класс неравенств повышенной сложности, приводя их тем самым к рациональным неравенствам. Оказывается, достаточно широкий класс неравенств допускает подобную попытку. Удивительно, что этот метод оказался вне поля зрения многих авторов учебников по математике.

Основная идея метода:

Методом замены множителей решаются неравенства, приводимые к виду

[image: image505.png]


 (1)

где символ "V" обозначает один из четырех возможных знаков неравенства:<, ≤, >, ≥.
При решении неравенства (1) нас интересует только знак любого множителя в числителе или знаменателе, а не абсолютная его величина. Поэтому, если нам неудобно работать с данным множителем, мы можем заменить его на другой знакосовпадающий с ним в области определения неравенства и имеющий в этой области те же корни. Это и определяет основную идею метода замены множителей. Важно зафиксировать тот факт, что замена множителей осуществляется только при условии приведения неравенства к виду (1), то есть, когда требуется сравнить произведение с нулем.

Рассмотрим наиболее часто встречающиеся замены.

Из определения строго монотонной функции непосредственно вытекает следующие утверждения:

Утверждение 1. Функция [image: image507.png]f(x)



 - строго возрастающая тогда и только тогда, когда для любых значений [image: image509.png]


и[image: image511.png]


 из области определения функции разность [image: image513.png](t; —t;)



 совпадает по знаку с разностью [image: image515.png](f(t) — ()



, то есть

[image: image517.png]


 - строго возрастающая ⇔ [image: image519.png]((ty —t3)



 [image: image520.png]o4s



 [image: image522.png](f(t) — f(£2)))



,

(символ «↔» означает знакосовпадение);

Утверждение 2. Функция [image: image524.png]f(x)



 - строго убывающая тогда и только тогда, когда для любых значений [image: image526.png]


и[image: image528.png]


 из области определения функции разность [image: image530.png](t; —t;)



 совпадает по знаку с разностью [image: image532.png](f(t;) — f(t1)



, то есть

[image: image534.png]


 - строго убывающая ⇔ [image: image536.png]((ty —t3)



 [image: image537.png]o4s



 [image: image539.png](f(t) = f()))



.

Отсюда получаем две основные замены: [image: image541.png](t; —t;)



 ↔[image: image543.png](f(t) — ()



,

если [image: image545.png]f(t)



 – строго возрастающая функция; [image: image547.png](t; —t;)



 ↔[image: image549.png](f(t;) — f(t1)



,

если [image: image551.png]f(t)



 – строго убывающая функция.

Рассмотрим функцию вида [image: image553.png]


Функция при[image: image555.png]


возрастает на множестве неотрицательных чисел, а при нечётном натуральном[image: image557.png]


 - на всей числовой оси. Поэтому справедливы следующие замены:

[image: image559.png]


 [image: image561.png]n>0,



 [image: image563.png]t;=0,t, =




 (2)

[image: image565.png]—t, o tFFt — 2kt



 (3)

при натуральном [image: image567.png]


.

Рассмотрим на множестве неотрицательных чисел функции [image: image569.png]


и[image: image571.png]


, являющиеся взаимно обратными и строго возрастающими. Имеем:

[image: image573.png]t;Vt, & tf Vit ot V4L,



, поэтому

[image: image575.png](ty—t,) & (t] —t3),



 (4)

[image: image577.png]


 где [image: image579.png]ty, t, =0.



 (5)


Учитывая, что [image: image581.png][t]| =0



 и [image: image583.png]


 для любых [image: image585.png]


, получаем, что [image: image587.png][t] & t2



; (6)

[image: image589.png](It = It,1) & (= t3)



. (7)

Удобны следующие две замены:

[image: image591.png]


[image: image592.png]o4s



[image: image594.png]


, (8)

[image: image596.png]JF+g



[image: image597.png]o4s



[image: image599.png]



Популярный знакопостоянный множитель - квадратный трехчлен [image: image601.png]ax®+bx+c



 с отрицательным дискриминантом можно заменить на старший коэффициент (или на свободный член), то есть

[image: image603.png]ax’+bx+ceoaeoc



 (при D<0). (9)

Пример 1. Решить неравенство [image: image605.png][sx-tl-lx=sl
%2 +x—18]—|xZ —x|




Решение. Воспользуемся утверждением (7) и заменим разность модулей соответствующими разностями квадратов. Получим равносильное неравенство[image: image607.png](5x-1)?~(x-5)* (5x-1-x+5)(5x—1+x-5) (4x—4)(6x—6)
19 = 0 e rs et 10 = 0 S Greawam = 0
G- 0

(x-9)(x-3)x+3) ~



Ответ: [image: image609.png]—3)u[-1;1]U(3;9)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image611.png][lx?~xl-3|-2

lexrslal1 =




Решение: В силу сформулированного утверждения (7)

[image: image612.png]lal — |b] a’ = b (a—b;
20 20 )(a+b)
lcl—1d| Z_az [CE T





Поэтому сразу перейдем к следующему неравенству, равносильному данному:

[image: image613.png]2 —xl - —x
(l6x+5|—5)(|6x+5/—3)~





Вновь воспользовавшись тем же преобразованием, а также заменой (6), получим неравенство [image: image615.png](2= 6)? w6l ()  Get2)ieo3de? (eo)?

oerrioer D e 0 e e )]




.

Последнее неравенство решим методом интервалов.

Ответ: [image: image617.png](oo =21 U (=2 =2) U (=3;0) U 13U [3; +o0).
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10.8 Нестандартные методы решения неравенств

Заключение
Литература
Приложение
Введение

Если учащийся не переживает радости

поиска и находок, не ощущает живого

процесса становления идей, то ему редко

удается достичь ясного понимания всех

обстоятельств, которые позволили избрать

именно этот, а не какой-нибудь другой путь.

А. Эйнштейн

Даже самый превосходный торт вряд ли доставит вам удовольствие, если кто-то его предварительно пожует. Так же и самое интересное математическое задание можно испортить, преждевременно показав его решение. Правда, и в том, что «видит око, да зуб неймёт», мало радости: от задания, решение которого вы никогда не узнаете, немного проку.

В своей учебно-практической работе я самостоятельно исследовала основные методы решения линейных, квадратных, рациональных и нестандартных неравенств с модулем. Материал, связанный с неравенствами, составляет значительную часть школьного курса математики. Одним из сложных разделов алгебры, изучаемых в школьной программе, являются неравенства с модулем, так как на уроках им уделяют достаточно мало внимания. Выше изложенное обусловило проблему исследования: научиться решению неравенств, используя при этом основные методы решения неравенств различных видов.

Объектом исследования является процесс решения неравенств, встречающихся в 8-9 классах в учебнике алгебры и в материалах централизованного тестирования.

Предмет исследования: различные виды неравенств и методы их решения.

Целью работы является разработка методов решения линейных, квадратных, рациональных и неравенств с модулем.

Гипотеза исследования: освоение умений различать основные виды неравенств, применять необходимые приемы и методы их решения, выбирать наиболее рациональный способ решения, применять разные способы решения, в том числе те, которые не рассмотрены в школьных учебниках.

6 Теоретические сведения о числовых неравенствах

Неравенства вида [image: image629.png]a<ba<b,a>baz=h



, где [image: image631.png]


 и [image: image633.png]


 – числа (числовые выражения), называются числовыми.

Неравенства вида [image: image635.png]f(x) < g(),f(x) < gx),f(x) > gx),f(x) = g(x)



, где [image: image637.png]f(x) ug(x)



 – линейные функции, называются неравенствами с одной переменной.

Неравенства, содержащие знаки [image: image639.png]


или[image: image641.png]


 называют строгими, а содержащие знаки [image: image643.png]


 или [image: image645.png]


 - нестрогими.

Решением неравенства с одной переменной называется такое значение переменной, при подстановке которого неравенство обращается в верное числовое неравенство.

Решить неравенство – значит найти все его решения или доказать, что их нет.

Равносильными называются неравенства, множества решений которых совпадает. В частности, равносильны все неравенства, не имеющие решений.

Свойства числовых неравенств:

11. [image: image647.png]a<bed<a



.
12. [image: image649.png]a>bub>cea>c.




13. [image: image651.png]a>bea+c>b+c



 - к обеим частям неравенства можно прибавить одно и то же число.

14. [image: image653.png]a+b>cea—c>—b



 - можно переносить слагаемые из одной части в другую, меняя их знак на противоположный.

15. [image: image655.png]a>b



 и [image: image657.png]c>dea+c>b+d



 - два неравенства с одинаковым знаком можно почленно складывать.

16. Умножая (деля) обе части неравенства на положительное число, знак неравенства сохраняют.

17. Умножая (деля) обе части неравенства на отрицательное число, знак неравенства меняют на противоположный.

18. [image: image659.png]a>b=0



 и [image: image661.png]c>d=0<ac>bd



 - два неравенства с одинаковым знаком, образованные неотрицательными числами, можно почленно умножать.

19. [image: image663.png]a>b>0e"<;



.
20. [image: image665.png]a>b=0



 и [image: image667.png]neN < a?>b?



.
Теоремы о равносильности неравенств с переменными

7. [image: image669.png]f(x) < gx) = gx) > f(x).




8. [image: image671.png]f<g) e f)+ekx) < g+ k),



если [image: image673.png]@(x)



имеет смысл в области определения неравенства [image: image675.png]fx) < g).




9. [image: image677.png]f) <gx) e fe) < gx)ekx),



 если[image: image679.png]@(x)>0



для всех значений[image: image681.png]


из области определения[image: image683.png]fx) < g).




10. [image: image685.png]f(x) < gx) = fex) > gx)e(x),



если[image: image687.png]p(x) <0



для всех значений[image: image689.png]


из области определения [image: image691.png]f(x) < g(x)



.

11. [image: image693.png]% >0e fx)gx) >0



.
5*. [image: image695.png]f)
et >0 f(x)>0,



где[image: image697.png]gx)



 принимает только положительные значения (следствие).

12. [image: image699.png]f(x) > g(x) = f*(x) > g"(x),



где [image: image701.png]f(x),g(x);n € N.




6*.[image: image703.png]f27(:
x) <
g
(x)
<
| f(x
)
I1<|
g/
(x)
I,n
€

N



 (следствие).

7 Линейные неравенства с одной переменной

Линейным неравенством называется неравенство вида [image: image705.png]ax+b >0 (



или[image: image707.png]ax+b <0)



.

Решая линейное неравенство вида [image: image709.png]ax+b >0



, получим: [image: image711.png]ax > —b



. Возможны три случая: 1) [image: image713.png]a>0,



 тогда[image: image715.png]


;

2) [image: image717.png]a <0,



тогда[image: image719.png]0+x>—b



и если при этом[image: image721.png]


то решений нет, а если[image: image723.png]b>0



,то[image: image725.png]


.

Пример. Найти наибольшее целое [image: image727.png]


,удовлетворяющее неравенству

[image: image729.png]


.

Решение. Множив обе части неравенства на 6, получим равносильное исходному неравенство [image: image731.png]2(2x+1)—3(3x—1) > 6.



 Решим его:

[image: image733.png]4x+2-9x+3>6



;

[image: image734.png]—5x>1; x<-—=




Наибольшим целым [image: image736.png]


, удовлетворяющим неравенству, является [image: image738.png]



Ответ: -1.

8 Квадратные неравенства

Квадратными неравенствами называются неравенства вида [image: image740.png]ax?*+bx+c>0;ax> +bx+c=0;ax’* +bx+c¢ <0



; [image: image742.png]ax’*+bx+c<0,



 где[image: image744.png]


переменная; [image: image746.png]a,b,c—



 действительные числа, причем[image: image748.png]a#0.




Существуют два метода решения квадратных неравенств: графический и аналитический.

2. При графическом методе решения определяется одно из шести возможных расположений графика – в зависимости от знаков старшего коэффициента [image: image750.png]


 и дискриминанта D.

Например, если рассматривать неравенство [image: image752.png]ax’*+bx+c<0,



то его решением будут следующие значения [image: image754.png]


:

7) [image: image756.png][x4; %],



 если[image: image758.png]a>D;D>0



;

8) [image: image760.png]


 [image: image762.png]


, если [image: image764.png]a>D;D=0



;

9) нет решений, если [image: image766.png]a>D;D<0



;

10) [image: image768.png](=05 %]V [x3; +0),



если [image: image770.png]a<D;D>0



;

11) [image: image772.png]


, если [image: image774.png]a<D;D=0



;

12) [image: image776.png]


, если[image: image778.png]a<D;D<0



.

2. При аналитическом методе решения находятся корни квадратного трехчлена [image: image780.png](D= 0)



 и он раскладывается на множители: [image: image782.png]a(x —x,)(x—x,) = 0.



 Далее, если [image: image784.png]a <0,



то неравенство равносильно[image: image786.png](x—x)(x—1x,)=0;



если [image: image788.png]a <0,



 то неравенство равносильно[image: image790.png](x—x)(x—x,)=0



. Затем полученные неравенства можно решить методом интервалов.

Пример 1. Решить неравенство: [image: image792.png]8x+15>0




.

Решение: [image: image794.png]8x+15>0; (x —3)(x—5) > 0.



 В зависимости от значений [image: image796.png]


 трехчлен имеет знаки:

[image: image797.png]



Таким образом, трехчлен положителен при [image: image799.png]x € (—2;3) U (5;+x)



.

Ответ: [image: image801.png]3) U (5;+=)



.

Пример 2. Решить неравенство: [image: image803.png]6x+9>0.





Решение: [image: image805.png]6x+9>0; (x—3)*>0.



 Трехчлен в левой части неравенства представляет собой полный квадрат, следовательно, он положителен при всех [image: image807.png]X ER,



кроме[image: image809.png]


.

Ответ: [image: image811.png](—;3) U (3;+)



.

Пример 3. Решить неравенство: [image: image813.png]3x2+5x+8>0



.

Решение: Так как дискриминант [image: image815.png]


, то трехчлен не имеет действительных корней, следовательно, парабола, являющаяся графиком этого трехчлена, не пересекает ось Ох, а так как коэффициент при [image: image817.png]


 положителен, то ветви параболы направлены вверх и трехчлен положителен при всех [image: image819.png]X €ER.




Ответ: R.

9 Рациональные неравенства

Рациональным неравенством называется неравенство, которое содержит только рациональные функции. Например: [image: image821.png]<0; B
P (x) Qn(x) )



 ‑ рациональные неравенства (линейные и квадратные неравенства также являются рациональными).

Рациональные неравенства бывают целыми (в них нет операции деления на выражение, содержащее переменную), например [image: image823.png]2x°+3x?+7x—5=0,



 и дробно-рациональными (в них есть операция деления на выражение, содержащее переменную), например [image: image825.png]=425

v—3 | x+3




Основным методом решения рациональных неравенств является метод интервалов, который базируется на следующей теореме: пусть функция [image: image827.png]f(x)



 непрерывна на всей числовой оси и обращается в нуль в точках [image: image829.png]X1,X5, ey Xy



(имеет только [image: image831.png]


 корней), причем[image: image833.png]Xy, < Xy <




Тогда на каждом из интервалов [image: image835.png](=05 %1), (x1;%5), e, (X ; +0)



 функция[image: image837.png]fx)



 сохраняет знак.

При решении рациональных неравенств методом интервалов нужно:

1) все члены неравенства перенести в левую часть; если неравенство дробно-рациональное, то привести левую часть к общему знаменателю;

2) найти все значения переменной, при которых числитель и знаменатель обращаются в 0;

3) нанести найденные точки на числовую прямую, разбивая ее при этом на интервалы, в каждом из которых рациональная функция сохраняет знак;

4) определить знак функции на любом из интервалов (лучше крайнем);

5) определить знаки на остальных интервалах: при переходе через точку знак меняется на противоположный, если точка является корнем нечетной степени крайности (т.е. встречается нечетное количество раз среди корней числителя и знаменателя); при переходе через точку четной кратности знак сохраняется;

6) множеством решения неравенства являются объединение интервалов с соответствующим знаком функции. В случае нестрогого неравенства к этому множеству добавляются корни числителя.

Пример. Решить неравенство [image: image839.png](x-1)% (x+2)(e—5)
(2x+1)(x-4)2 =0.




Решение. Функция [image: image841.png]_ G-1P Ge42)(e-5)
fO) = rnter



 является дробно - рациональной и представлена в виде произведения линейных множителей, причем множитель[image: image843.png](x—1)



 повторяется трижды, [image: image845.png](x—4)



 – дважды. Отметим нули числителя и знаменателя на координатной прямой. Неравенство является нестрогим, значит, нули числителя изображаются закрашенными точками, а нули знаменателя – выколотыми. Числа [image: image847.png]


 разбивают координатную прямую на интервалы, в каждом из которых [image: image849.png]f(x)



 сохраняет знак.

[image: image850.png]



[image: image852.png]f(x)>0



 на интервале [image: image854.png][5; +).



Корень[image: image856.png]


четной кратности, значит, проходя через эту точку,[image: image858.png])



 знак свой не изменит. Поэтому[image: image860.png]fx) =0,



если[image: image862.png]x€(-2-3)uILHU*S)



.

Ответ: [image: image864.png](~z-uiLouEs




10 Неравенства, содержащие знак модуля

Перечислим частные случаи неравенств, содержащих знак модуля, и рассмотрим методы их решения.

5.1 Решение неравенств вида [image: image866.png][f()] <a




Вместо знака < может стоять любой другой знак: ≤, >, ≥.


Напомним, что:

5. Если [image: image868.png]a>0



, то [image: image870.png](If)] <a) © (—a< f(x) <a)




Примечание. Если [image: image872.png]


, то неравенство [image: image874.png]If®l<a



 решений не имеет.

6. Если [image: image876.png]a>0



, то [image: image878.png](If)=a) & (—as< f(x) <a)




Примечание. Если [image: image880.png]a<0



, то неравенство [image: image882.png]f®Ml<a



 решений не имеет; неравенство [image: image884.png]f®Ml<a



 равносильно уравнению [image: image886.png]f(x)=0



.

7. Если [image: image888.png]a>0



, то [image: image890.png]Ifel>a & ([/577)



.

Примечание. Если [image: image892.png]


, то множество решений неравенства [image: image894.png][f(x)] >0



 совпадает с областью определения функции [image: image896.png]f(x)



, исключая такие [image: image898.png]


 при которых [image: image900.png]f(x)=0



, т. е. исключая нули функции [image: image902.png]f(x)



.

Если [image: image904.png]a<0



, то множество решений неравенства [image: image906.png][f)]>a



 совпадает с областью определения функции [image: image908.png]f(x)



.

8. Если [image: image910.png]a>0



, то [image: image912.png]Ifelza & (|




.

Примечание. Если [image: image914.png]a<0



 или [image: image916.png]


, то множество решений неравенства [image: image918.png][f®)|=a



 совпадает с областью определения функции [image: image920.png]f(x)



.

Пример 1. Решим неравенство [image: image922.png][x—3| < 1.




Решение. Имеем: [image: image924.png](Ix=3l<De(-l<x-3<1)e2<x<4)




Ответ: (2;4).

Пример 2. Решим неравенство [image: image926.png][x2—5x+5|=<1.




Решение. Имеем:

[image: image928.png](e -sxrsizne ((F2) e (Ezn) = ([

A% 5x452-1, X7 524620,




.

Ответ: QUOTE 
 .[image: image931.png]




 QUOTE [image: image932.png](1;2)u (3;4)



 [image: image933.png](1;2)u (3;4)



.

5.2 Неравенство вида [image: image935.png]I[f ()] < gx)




где [image: image937.png]f(x)



 и [image: image939.png]g(x)



 - некоторые функции, равносильно системе

[image: image940.png]{ f)<g),

f(x) > —g(x).




Пример. Решить неравенство[image: image942.png][x? — 6x + 8| < 5x — x2.





Решение. Исходное неравенство равносильно системе

[image: image943.png]Lx —6x+8<bx—x? ©{2x2—11x+8<0,
2 _6x+8>—5x+x? —x+8>0.




Найдем корни квадратного уравнения [image: image945.png]2x*—11x+8=0



:

[image: image947.png]D=121-64=57; x,,="E%




.

Последняя система будет иметь вид: [image: image949.png](- 57)(x—#) <o
x< 8.




Решая эту систему методом интервалов, получим [image: image951.png]X € (11«/? n:«/ﬁ)

o]



.

Ответ: [image: image953.png](n«/ﬁ L1157

N N




.

5.3 Неравенство вида [image: image955.png][f ()] > g(x)




где [image: image957.png]f(x)



 и [image: image959.png]g(x)



 - некоторые функции, равносильно совокупности

[image: image960.png]fO)>gx),
f(x) < —g(x).




Пример. Решить неравенство [image: image962.png][2x + 3| > 2x + 3.




Решение. Из свойства модуля следует, что неравенство [image: image964.png]la] > a



 равносильно неравенству [image: image966.png]a<0



. Поэтому исходное неравенство равносильно [image: image968.png]2x+3 <0



, откуда [image: image970.png]


.

Ответ: [image: image972.png]


.

5.4 Неравенство вида [image: image974.png][f )] > gl




Оно равносильно неравенству [image: image976.png]f(x)? > g(x)?



. Преобразуем неравенство, получим неравенство [image: image978.png]F)? = g(x)? > 0;(f () — g())(F () + g(x)) > 0



, которое решается методом интервалов.

Пример 1. Решить неравенство [image: image980.png][2x—1|> |x+ 2|



.

Решение. Исходное неравенство равносильно неравенству

[image: image982.png]2x—1)*> (x+2)?



,

которое, в свою очередь, равносильно [image: image984.png]Cx—-1)P-(x+2)’>0;2x-1-x-2)2x—1+x+2)>0;(x—-3)(3x+1) > 0.



Решим последнее неравенство методом интервалов:

[image: image985.png]-173




Ответ: [image: image987.png](wn;—i U (3; +0)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image989.png]|x —6] > |x2 —5x+9|



.

Решение. Неравенство [image: image991.png](x—6)* > (x* —5x +9)?



 равносильно исходному. В полученном неравенстве перенесем все члены в одну сторону и применим формулу разности квадратов. [image: image993.png](x?—5x+9)P-(x—6)’<0<=




[image: image994.png]S @x?-5x+9—-x+6)(x*-5x+9+x—-6) <0<




[image: image996.png]& (x2—6x+15)(x? —4x+3)<0



.

Так как [image: image998.png]6x+15>0




 для всех [image: image1000.png]


, то полученное неравенство равносильно

[image: image1002.png]4x+3<0




. Решим неравенство методом интервалов.

[image: image1003.png]



Ответ: [image: image1005.png](1;3)



.

5.5 Решение неравенств с модулями методом введения новой переменной

Суть решения неравенств с модулями методом введения новой переменной поясним на примерах.

Пример 1. Решить неравенство [image: image1007.png]3|x|+2>0.




Решение. Введем подстановку [image: image1009.png]x| =y



 и запишем неравенство относительно переменной [image: image1011.png]


: [image: image1013.png]3y+2>0



. Решив его, получим: [image: image1015.png]y <1



 или [image: image1017.png]y > 2



. Возвращаясь к переменной [image: image1019.png]


, имеем: [image: image1021.png](

x| <1
|x| >2

)=(

—1<x<1
x>2
x< -2

)



.

Ответ: [image: image1023.png]—2)U (=1;1) U (2;+x)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image1025.png]2 —8x———-+18<0,
lx—al




Решение. Введем подстановку [image: image1027.png]|x —4|=y (y >0)



, тогда [image: image1029.png]8x+ 16 =y?



, т.е. [image: image1031.png]


 и получим систему относительно переменной [image: image1033.png]


:

[image: image1035.png]{ R y=0,
y2-16-2
24180,



 [image: image1037.png]{y3+y
Z>0
yﬁ.
3
=
0





[image: image1039.png]{ y=0,
—DO*+2y+3) <0;



 [image: image1041.png]



Поскольку [image: image1043.png]


, то имеем:

[image: image1045.png]({Iﬁ ::I Z 2) = ({—1 gx:—44 < 1) = ({3 ;ji 5



.

Ответ: [image: image1047.png][3;4) U (4;5]



.

5.6 Решение неравенств с модулями методом разложения левой части на множители

Напомним суть решения неравенств методом разложения левой части на множители с помощью примеров.

Пример 1. Решить неравенство [image: image1049.png]x|x—3|+2|x—3|+x+2>0.




Решение. Разложив левую часть неравенства на множители, получим:

[image: image1050.png](x=3|x+2)+x+2)>0) = (x+2)-(Ix-3|+ 1D >0) =




[image: image1051.png]S x+2>0) e (x>-2)




Ответ: [image: image1053.png](—2;+x)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image1055.png][x2 + 2x — 3| < |6x — 6]



.

Решение: Имеем: [image: image1057.png](Ix*+2x-3|<|6x—6) == (Ix—1]-[x +3|-6|x -1 < 0) = (Ix—1]-

tr+3-0 <0 = (2N ,)




Ответ: [image: image1059.png](—9; 1) u (1;3).




5.7 Неравенство вида
[image: image1061.png]a; L]+ az | O] + -+ ap | fi ()] > g(%)




[image: image1063.png]


 – некоторые действительные числа, можно решать методом интервалов:

1) находятся точки, в которых функции [image: image1065.png]fie (%)



 равны 0 или не существуют;

2) найденные точки размещаются на числовой прямой, которая тем самым разбивается на интервалы знакопостоянства функций [image: image1067.png]fie (%)



;

3) на каждом интервале неравенство решается с учетом знака функций [image: image1069.png]fie (%)



 (соответственно раскрываются знаки модуля);

4) объединяются решения, найденные на каждом интервале.

Пример. Решить неравенство [image: image1071.png]|x—3|—|x+5]|+x<0.




Решение. Выражения, стоящие под знаком модуля обращаются в 0 при [image: image1073.png]


 и, значит, сохраняют постоянный знак в каждом из промежутков [image: image1075.png]5); [—5;3); (3;+0]



. На этих промежутках выражения [image: image1077.png]


 и [image: image1079.png]X +5



 имеют следующие знаки:

[image: image1080.png]we




Рассмотрим неравенство в каждом из трех промежутков.

5) [image: image1082.png]x € (—o0;—5).




[image: image1084.png]3—x—(—x—5)+x



<0; [image: image1086.png]3—x+x+5+x<0



; [image: image1088.png]8+x<0; x<-8




Таким образом, [image: image1090.png]


 откуда [image: image1092.png]x < —8



, т. е. [image: image1094.png]X € (—;—8)



.

6) [image: image1096.png]x € [-5;3).




7) [image: image1098.png]3—x—x—5+4+x<0; 2—x<0; x>-2.




Тогда [image: image1100.png]5 =x<3,
x>-2,




 откуда [image: image1102.png]—2<x<3,



т.е.[image: image1104.png]x € (=2;3)



.

8) [image: image1106.png]X € [3;40)



.

[image: image1108.png]x—3—-x—5+x<0; x<8




Тогда [image: image1110.png]x =3,
<8



 откуда [image: image1112.png]3=x<8§,



 т.е. [image: image1114.png]X € [3;+0)



.

Так как [image: image1116.png](=2;3) U [3;+) = (—2;8)



, то окончательно получим, что [image: image1118.png]X € (—2;—8) U (—2;8)



.

Ответ: [image: image1120.png]—8)U (—2;8)



.

5.8 Нестандартные методы решения неравенств с модулями

При решении некоторых неравенств с модулями целесообразно использовать свойства функций, входящих в них.

Рассмотрим один из эффективных методов нестандартного решения неравенств - метод замены множителей. Он позволяет быстро и эффективно решать целый класс неравенств повышенной сложности, приводя их тем самым к рациональным неравенствам. Оказывается, достаточно широкий класс неравенств допускает подобную попытку. Удивительно, что этот метод оказался вне поля зрения многих авторов учебников по математике.

Основная идея метода:

Методом замены множителей решаются неравенства, приводимые к виду

[image: image1122.png]


 (1)

где символ "V" обозначает один из четырех возможных знаков неравенства:<, ≤, >, ≥.
При решении неравенства (1) нас интересует только знак любого множителя в числителе или знаменателе, а не абсолютная его величина. Поэтому, если нам неудобно работать с данным множителем, мы можем заменить его на другой знакосовпадающий с ним в области определения неравенства и имеющий в этой области те же корни. Это и определяет основную идею метода замены множителей. Важно зафиксировать тот факт, что замена множителей осуществляется только при условии приведения неравенства к виду (1), то есть, когда требуется сравнить произведение с нулем.

Рассмотрим наиболее часто встречающиеся замены.

Из определения строго монотонной функции непосредственно вытекает следующие утверждения:

Утверждение 1. Функция [image: image1124.png]f(x)



 - строго возрастающая тогда и только тогда, когда для любых значений [image: image1126.png]


и[image: image1128.png]


 из области определения функции разность [image: image1130.png](t; —t;)



 совпадает по знаку с разностью [image: image1132.png](f(t) — ()



, то есть

[image: image1134.png]


 - строго возрастающая ⇔ [image: image1136.png]((ty —t3)



 [image: image1137.png]o4s



 [image: image1139.png](f(t) — f(£2)))



,

(символ «↔» означает знакосовпадение);

Утверждение 2. Функция [image: image1141.png]f(x)



 - строго убывающая тогда и только тогда, когда для любых значений [image: image1143.png]


и[image: image1145.png]


 из области определения функции разность [image: image1147.png](t; —t;)



 совпадает по знаку с разностью [image: image1149.png](f(t;) — f(t1)



, то есть

[image: image1151.png]


 - строго убывающая ⇔ [image: image1153.png]((ty —t3)



 [image: image1154.png]o4s



 [image: image1156.png](f(t) = f()))



.

Отсюда получаем две основные замены: [image: image1158.png](t; —t;)



 ↔[image: image1160.png](f(t) — ()



,

если [image: image1162.png]f(t)



 – строго возрастающая функция; [image: image1164.png](t; —t;)



 ↔[image: image1166.png](f(t;) — f(t1)



,

если [image: image1168.png]f(t)



 – строго убывающая функция.

Рассмотрим функцию вида [image: image1170.png]


Функция при[image: image1172.png]


возрастает на множестве неотрицательных чисел, а при нечётном натуральном[image: image1174.png]


 - на всей числовой оси. Поэтому справедливы следующие замены:

[image: image1176.png]


 [image: image1178.png]n>0,



 [image: image1180.png]t;=0,t, =




 (2)

[image: image1182.png]—t, o tFFt — 2kt



 (3)

при натуральном [image: image1184.png]


.

Рассмотрим на множестве неотрицательных чисел функции [image: image1186.png]


и[image: image1188.png]


, являющиеся взаимно обратными и строго возрастающими. Имеем:

[image: image1190.png]t;Vt, & tf Vit ot V4L,



, поэтому

[image: image1192.png](ty—t,) & (t] —t3),



 (4)

[image: image1194.png]


 где [image: image1196.png]ty, t, =0.



 (5)


Учитывая, что [image: image1198.png][t]| =0



 и [image: image1200.png]


 для любых [image: image1202.png]


, получаем, что [image: image1204.png][t] & t2



; (6)

[image: image1206.png](It = It,1) & (= t3)



. (7)

Удобны следующие две замены:

[image: image1208.png]


[image: image1209.png]o4s



[image: image1211.png]


, (8)

[image: image1213.png]JF+g



[image: image1214.png]o4s



[image: image1216.png]



Популярный знакопостоянный множитель - квадратный трехчлен [image: image1218.png]ax®+bx+c



 с отрицательным дискриминантом можно заменить на старший коэффициент (или на свободный член), то есть

[image: image1220.png]ax’+bx+ceoaeoc



 (при D<0). (9)

Пример 1. Решить неравенство [image: image1222.png][sx-tl-lx=sl
%2 +x—18]—|xZ —x|




Решение. Воспользуемся утверждением (7) и заменим разность модулей соответствующими разностями квадратов. Получим равносильное неравенство[image: image1224.png](5x-1)?~(x-5)* (5x-1-x+5)(5x—1+x-5) (4x—4)(6x—6)
19 = 0 e rs et 10 = 0 S Greawam = 0
G- 0

(x-9)(x-3)x+3) ~



Ответ: [image: image1226.png]—3)u[-1;1]U(3;9)



.

Пример 2. Решить неравенство [image: image1228.png][lx?~xl-3|-2

lexrslal1 =




Решение: В силу сформулированного утверждения (7)

[image: image1229.png]lal — |b] a’ = b (a—b;
20 20 )(a+b)
lcl—1d| Z_az [CE T





Поэтому сразу перейдем к следующему неравенству, равносильному данному:

[image: image1230.png]2 —xl - —x
(l6x+5|—5)(|6x+5/—3)~





Вновь воспользовавшись тем же преобразованием, а также заменой (6), получим неравенство [image: image1232.png](2= 6)? w6l ()  Get2)ieo3de? (eo)?

oerrioer D e 0 e e )]




.

Последнее неравенство решим методом интервалов.

Ответ: [image: image1234.png](oo =21 U (=2 =2) U (=3;0) U 13U [3; +o0).




